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実用表面電子分光法において，電子の非弾性散乱は固体中における電子輸送に関連するので，その理解は

大変に重要である．そこで，すでに出版した「表面電子分光法における信号の減衰は如何に記述されるか？

I, II, III」に続いて，実際的な電子の非弾性散乱の理解および計算に必要となる単位のとり方，その変換方法，

非弾性散乱の平均の表現方法，さらには光学的振動子強度（双極子振動子強度）と一般化振動子強度の関係

について解説した． 
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In practical surface electron spectroscopy, inelastic scattering of electrons is very important to understand because it 
is related to electron transport in solids. Thus, following the publication “How is the Signal Attenuation in Surface 
Electron Spectroscopy Described? I, II, and III”, I have described how to understand and calculate the practical inelastic 
scattering of electrons, how to take and convert units, how to express the average of the inelastic scattering, and the 
relationship between the optical (dipole) and generalized oscillator intensities. 
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1. はじめに 
実用表面電子分光法において，電子の非弾性散乱

は固体中における電子輸送に関連するので，その理

解は大変に重要である．この連載では，実用を意識

して，自分で計算して考えることを前提として進め

て行きたい．もう 20 年近く前になるが，JSA Vol.11 
に「表面電子分光法における信号の減衰は如何に記

述されるか？」を 3 回に渡って掲載した [1, 2, 3]. 内
容は I: 概要，II: 誘電関数と IMFP，III: XPS および

AES による表面定量分析である．この連載の続きと

して，記事に漏れていること（すなわち実際の計算

方法の解説）や説明が不十分なところ（誘電関数の

計測や評価など）を補いながら講義を始めて行きた

い．そこで，非弾性平均自由行程 (Inelastic Mean Free 
Path，IMFP) を誘電関数から計算する方法，IMFP を
測定する方法の実用的な解説から入ることにする．

途中でいろいろと寄り道をしながらとなるが，ご容

赦いただきたい． 
振り返ってみれば，SASJ 研究会に行く度に，電子

分光を始めとして様々な計測法，データ処理の勉強

をさせてもらった．ただ，結構難しくて，よく「非

実際的“実用表面分析”」と揶揄したものだ．ご承知

のように，この 20 年間で，電子分光をめぐる装置や

理論は一新してきている．また，AI（Artificial 
Intelligence，人工知能）, ML（machine learning，機械

学習，ここでは deep learning も含む）もますます存

在感を増している．これに背を向けるわけではない

が，ペースを落として，手を動かしながら「実用表

面分析」を考えてみるのも時には必要ではないかと

思う． 
 
2. 単位系 

実際に手を動かして計算することを考えると，実

際の表面分析ですぐに直面するのは単位の換算であ

る．表面分析はいろいろなバックグラウンドを持っ

た方が集まっている（と考えている）．実際に筆者は

表面分析を始めたころ（80 年代初め），単位の変換

に大いに苦しんだ．これは筆者が「化学」で育った

ためか，その当時はエネルギーの単位はカロリーや

ジュールのほうがエレクトロンボルトよりも馴染み

があった．SASJ のメンバーにいろいろ単位変換に

ついても教えていただいた（もちろん電子分光から

スペクトロスコピー全般まで）．そのような思い出も

あり，実用分析ならここからだろうと考えて始める

ことにする．あくまでも実戦を志向するので，基礎

はともかく，使えることを前提とする（基礎は難し

いので，筆者の手にあまる）． 
 
2.1 Hartree 単位系（原子単位系）    
原子単位系のうち使いやすい Hartree 単位系を取

り上げる [4]．この単位系は 1927 年に D.R. Hartree 
が提案した単位系で， 
 

𝑚𝑒 = 1, 𝑒 = 1, ℏ = 1 
 
とする原子単位系である．ここで𝑚𝑒は電子の静止質

量，𝑒は電荷，ℏは換算プランク定数（ディラック定

数）である．すると，長さの単位である Bohr 半径は 
 
 𝑎0 = ℏ2/𝑚𝑒𝑒2 = 1(= 5.291772 × 10−2 nm) 
 
エネルギーは，hartree (Eh) 単位となり，eV とは以

下の関係にある． 
 

1 hartree = 1𝐸ℎ = 𝑚𝑒𝑒4/ℏ2 = 𝑚𝑒(𝑒2/ℏ)
2

= 27.211386 eV 
 
実用ではこの 2 つでだいたい間に合う．相対論的

TPP-2M 式などの計算では，これに光速度が加わる． 
速度の単位は式(3)から，(𝑒2/ℏ)となる．物理的に

は，この値(𝑒2/ℏ)は水素原子の 1s 状態の電子の速度

を表している．この速度で𝑎"の距離を走るのに要す

る時間が「時間の単位ℏ3/𝑚𝑒𝑒4」である．この単位で

光速度を表すと，𝑐 = 137.0388(𝑒2/ℏ)となる． 
 式(2)，(3)に示した定数項は CODATA の文献 [5] 
から引用した．基礎的な物理量はこの文献からとる

のがおすすめである．もしくはその定数を 1 ページ

に要約した wall_2018.pdf [6]を手元に置くと便利だ． 
 
2.2 プラズモンエネルギーの計算     

プラズモンエネルギーは IMFP の計算では頻繁に

出てくるので，唐突ではあるが，ここから単位変換

を始める．参照論文 II.の式(13)で，プラズマ振動数

𝜔𝑝として次式が与えられている． 

𝜔𝑝 =
√

4π𝑒2𝑛
𝑚𝑒

 

ここで，𝑛は単位体積あたりの電子の数である．プラ

ズモンエネルギーはℏ𝜔𝑝で表されるので，Hartree 単

位系で表せば 
ℏ𝜔p = 𝜔p = √4π𝑛 

となる． 
ここで，1原子あたりの自由電子の数が Nv のとき

(1) 
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(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(10) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(11) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(12) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

のプラズモンエネルギー（自由電子プラズモンエネ

ルギー）を計算しよう．目的は TPP-2M式の計算や

エネルギー損失関数から IMFP を計算する場合は， 
プラズモンエネルギーの値を eV 単位で表すことが

必要なためである．物質の密度𝜌の単位を g/cm3とす

ると体積 1 cm3 中の原子の数は𝑁A(𝜌/𝐴w) である．こ

こで𝑁Aはアボガドロ数，𝐴wは原子量である．すると

Hartree 単位での原子数は 0.0892389(𝜌/𝐴w)個であり，

𝑁vの時の原子数はこれを𝑁v倍すれば良い．すると， 
 

𝜔𝑝 = √4π𝑛 = 1.05897(
𝑁v𝜌
𝐴w )

1/2
        (𝐸h) 

 
となる．原子単位からエレクトロンボルト単位に変

換すると 

𝜔𝑝 = 1.05897 (
𝑁v𝜌
𝐴w )

1/2
× 27.211386

≅ 28.816 (
𝑁v𝜌
𝐴w )

1/2
  (eV) 

となる．このように，原子単位系を用いると単位変

換が大変楽に行うことができる．この単位系の欠点

は，単位として a.u. で表すことが多い点である．こ

の表記では長さ，時間，エネルギーの何れを表すか

が区別できないことである．そこで，式(6)では単位

𝐸%を加えて示した．しかし，実用的に考えれば，ユー

ザが必要な単位に容易に変換できるので，“a.u.”表

記でも困ることはないと思う． 
 
3. 平均自由行程の表し方 

平均自由行程の基本的な事柄は VAMAS-SCA の
作業部会報告書 [7]（JSAの特集号に再掲載された）

に詳しい．残念ながら，JSA のこの号は web から閲

覧することはできない．そこで，その要約を示しな

がら，実際の計算を交えて話を進めてゆく．一般に

粒子の衝突を記述するには 2 つの方法がある．一つ

は 2 つの衝突の間の時間を図ること，もう一つはそ

の距離を測ることである． 
 

3.1 平均速度から平均自由行程を求める 
 2 つの衝突間の平均時間をτ，粒子の平均速度を  
𝑣とすれば，衝突間の平均距離 λ は次式となる． 

λ = τ𝑣 
この考え方で，Penn は以下の様に自由電子ガスにお

ける電子の IMFP を誘電関数から計算している[8, 9]． 
電子のエネルギーは波数𝑘を用いて，𝑇 (= 𝑘2/2 =

ℏ2𝑘2/2𝑚𝑒)と表される．このとき 
 

λ = (
1

2|𝑀𝐼 (𝑘)|)
𝑘 

 
ここで，𝑘 は（平均）速度で，1/2𝑀𝐼は非弾性散乱の

寿命（衝突間の平均時間）である．また，𝑀𝐼は電子

の自己エネルギーの虚数部である．Penn algorithm で

は以下の式で与えられる [8]． 
 

𝑀I(𝑘) = ∫ d𝜔p𝐺(𝜔p)
∞

0 (
1

π𝑘 ∫ 𝑑
𝑇 −𝐸F

0
𝜔  

   × ∫
d𝑞
𝑞

Im
(

1
εL(𝑞, 𝜔; 𝜔p))

𝑞+

𝑞− )
 

𝑞± = 𝑘[1 ± √1 − (𝜔/𝑇 )] 

𝐺(𝜔𝑝) = 2
π𝜔p

Im
[

−1
𝜀(𝜔𝑝)]

 

 
ここで，𝑇は電子の運動エネルギー，𝜀Lは Lindhard の

複素誘電関数，Im[−1/𝜀(𝜔)]は光学的エネルギー損失

関数  (optical ELF, optical energy loss function) ，
𝐸F, 𝜔, 𝑞, 𝜔𝑝はそれぞれ Fermi エネルギー，エネル

ギー損失，運動量移送，プラズモンエネルギーであ

る．この計算の詳細については次回以降に解説する． 
 
3.2 散乱断面積から平均自由行程を求める 

平均自由行程のもう一つの表し方は，2 つの衝突

間，すなわち散乱間の（平均）距離λをとることであ

る．ここで，単位体積中の散乱体の数を𝑁0，その散

乱断面積を𝜎とすると，距離𝑑𝑧に存在する全散乱断

面積は𝑁0𝜎 𝑑𝑧となる．ここで，単位面積を 1 にとれ

ば，散乱確率 P は 
 

𝑃 = 𝑁0𝜎  𝑑𝑧 
 
となる．ここで，散乱確率が 1 となる距離𝑑𝑧をλ 
とすると， 
 

𝑃 = 𝑁0𝜎λ = 1 
 
となるので，λ = 1/𝑁0𝜎であり，これが平均自由行程

λの定義である． 
 さて，このλのもつ意味を考えて見よう．1 つの粒

子が距離𝑑𝑧を進んだとき，散乱する確率をλを用い
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(13) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(14) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(15) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(16) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(17) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(18) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

て表すと，式(11)より𝑃 = 𝑑𝑧/λである．地点𝑧 = 0にお

ける粒子の総数を𝑁0，地点𝑧における粒子の数を

𝑁(𝑧)とすると，距離𝑑𝑧を進んだときに散乱する粒子

の数は𝑁(𝑧)𝑃 = 𝑁 (𝑧)𝑑𝑧/λである．また，𝑁(𝑧)個の電

子が微小距離を進んだときに減少する粒子数を

−𝑑𝑁(𝑧)とすると， 
 

−𝑑𝑁(𝑧) = 𝑁(𝑧)
λ

𝑑𝑧 

 
𝑑𝑁(𝑧)

𝑑𝑧
= − 𝑁(𝑧)

λ
 

 
𝑁(𝑧) = 𝑁0 exp(−𝑧/λ) 

 
しがって，𝑁0個の粒子が位置𝑧まで，散乱していな

い粒子の割合𝑃 (𝑧)は 
 

𝑃 (𝑧) = 1
𝑁0

× 𝑁0 exp(−𝑧/λ) = exp(−𝑧/λ) 

 
である．したがって，距離 λ を走行した時の散乱し

ていない粒子の割合は𝑃 (λ) = exp(−λ/λ) = 0.368 … ..
である． 
 さて，ここではλを式(12)で定義した．この物理量

は本当に散乱間の平均距離になっているのか？ と

いう疑問が生じる．ここで，散乱間の平均距離を𝑀𝐿
とする．任意地点から距離𝑧を走行し，その地点から

微小距離𝑑𝑧の間に衝突する粒子の数は，式(13)で述

べたように，𝑁(𝑧) 𝑑𝑧/λである．次の散乱までの距離

を𝑧とすれば，全走行距離 S は 
 

𝑆 = ∫ 𝑧 𝑁(𝑧)
λ

𝑑𝑧
∞

0
 

 
したがって，その平均距離は全粒子数で除すれば良

いので，式(15)を代入すると 
 

𝑀𝐿 = 𝑆
𝑁0

= 1
𝑁0 ∫ 𝑧 𝑁(𝑧)

λ
𝑑𝑧

∞

0
 

   = 1
λ ∫ 𝑧 exp(−𝑧/λ) 𝑑𝑧

∞

0
= λ 

 
以上から，散乱間の平均距離はλであることが確認さ

れた． 
ここに長々と述べたが，式(12)から電子の IMFP 

を計算しよう．すなわちλ = 1/𝑁0𝜎であるので，電

子の非弾性散乱断面積から IMFP を求めることを考

えよう．さらに，現今では HAXPES も普及して来

ているので，相対論的な計算を考えることにする． 
 まず，歴史的な背景から入っていこう．高速荷電

粒子と分子・原子との非弾性衝突の理論的な取り扱

いは a，文献[2]で述べたように，原子や分子に対す

る入射粒子の影響は，突然の小さな外部摂動と見な

すことができる．すなわち，衝突は相手にエネルギー

と運動量の急激な変化を生じさせるインパルス近似

とみなせる．この考え方で Bohr は一世紀以上前に，

高速粒子に対する Stopping power の理論を展開した

[10]．残念ながら，この当時は量子力学が成立してい

なかったために，衝突断面積の公式の一般的な構造

は正しく捉えていたが，現象論的な段階にとどまり，

理論的な計算はできなかった[11]． 
 1930 年代に Bethe は 1次の平面波 Born 近似に基

づき，高速荷電粒子と個々の原子・分子との非弾性

散乱の量子力学的理論を確立し，定式化した[12, 13]．
この理論を Fano が凝集系物質に拡張し，相対論的

Born 近似を用いて，非放射非弾性衝突 bの一般論を

定式化した[14]．幸いなことに，結果は古典的な誘電

理論[15] と本質的に同等であった[18]．この Fano の

モデルを用いると，電子と物質の相互作用は 1次摂
動として取り扱われ，相対論的な場合，縦方向と横

方向の相互作用に分割される．この摂動に対する物

質の応答は，その複素誘電関数𝜀(𝑘, 𝜔)によって記述

されることになる． 
 
 

 
 
a 荷電粒子の「高速」，「低速」について説明する．

井口の説明が明快であるので，これを引用する

[11]．「荷電粒子の原子・分子との非弾性衝突の理

論的な取り扱いは，速い衝突と遅い衝突の 2種類
に便宜的に分類することができる．この基準は，

対象とする非弾性過程に関係する殻（または副殻）

内の原子または分子の電子の平均軌道速度に対し

て，粒子速度が「速い」または「遅い」という意

味である．」 
b 電子の非弾性散乱には 1 MeV 以上で主となる制

動放射を伴う「非弾性放射性相互作用」と原子・

分子の励起をともなう「非弾性非放射性衝突」（表

面分析では，通常あつかうのはこの非弾性散乱）

の 2 つがある． 
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(19) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(20) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(21) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(22) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(23) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(24) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(25) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(26) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 

ここで縦方向と横方向励起の微分散乱断面積

（DCS, inelastic differential cross section）をそれぞれ

𝜎𝐿，𝜎𝑇とすると，相対論的量子論により，原子 1個
あたりの DCS は次式で与えられる[18]． 
 

d2𝜎
d𝜔 d𝑄

=
d2𝜎𝐿

d𝜔 d𝑄
+

d2𝜎𝑇
d𝜔 d𝑄

 

 
ここで，𝜔はエネルギー損失，Q はリコイルエネル

ギーc である．縦方向と横方向の励起の割合の変化

（エネルギー依存性）について定性的に表現すると，

荷電粒子のエネルギーが非常に高くなると，ローレ

ンツ収縮により，荷電粒子の電場が縦方向につぶれ，

横方向に円盤状になり，横方向の励起の寄与が大き

くなる[16] d．逆に，エネルギーが低いときは式(19)
は𝜎𝑇の寄与は小さく，簡単に𝜎𝐿で表されることにな

る．実際に Fernandez-Varea は DCS は 500 keV以下
のエネルギー領域では𝜎𝑇 を無視して問題がないこ

とを示した[17]．（詳細は付録を参照．）すると，DCS
は以下の式で与えられる[18]． 
 
d2𝜎𝐿

d𝜔 d𝑄
= 2π

𝑣2
1 + 𝑄/𝑐2

𝑄(1 + 𝑄/2𝑐2)
2𝑍
πΩ𝑝

2 Im (
−1

𝜀(𝑄, 𝜔))
 

 
ここで，Ω𝑝 = √4π𝑁𝑍，Z は原子番号である．エネ

ルギー損失をとして，整理すると， 
 

𝑑2𝜎
𝑑𝜔 𝑑𝑄

= 1
π𝑁𝑣2

1 + 𝑄/𝑐2

𝑄(1 + 𝑄/2𝑐2)
Im (

−1
𝜀(𝑄, 𝜔))

 

ここで，𝑁は単位体積における原子もしくは分子の

数，𝑣は電子の速度，Q はリコイルエネルギー，c は 
 
 
c 反跳エネルギーともいう．散乱角の代わりに，こ

の Q を用いて，すなわち散乱による運度量の移動

をエネルギーで表現すると高ネルギー領域ではよ

り便利で計算しやすくなる．（図 1参照）定義は式

(22)で与えられる． 
d わかりやすい解説がファインマン物理学にある．

26–2 The fields of a point charge with a constant 
velocity; https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II 
_26.html から読むことができる．ちなみに，最新

版が全巻が無料で読むことができる．たくさんの

ミスが訂正され，LaTeX で原稿が再構成されてお

り，図も拡大できるので，とても楽しい． 

 
Fig.1. Kinematics of inelastic collisions. 

 
光速度である．また，Q は以下のように定義される

[14]． 
 

𝑄(𝑄 + 2𝑐2) = (𝑐𝑞)2 
 
式(21)はこのままでは使い難いので，ELF をエネル

ギー損失𝜔と運動量移送𝑞(≡ |𝐪|)の関数に変換しよう．

その前に，𝜔, 𝑞, 𝑄 の関係を考えておく． 
 図 1 に示す運動量 p の電子の衝突を考える．電子

が角度 θ に散乱し，運動量が𝐩′になったとすると，

移行した運動量は𝐪 ≡ 𝐩 − 𝐩′，その大きさは下式で与

えられる． 
 
(𝑐𝑞)2 = 𝑐2(𝑝2 + 𝑝′2 − 2𝑝𝑝′ cos θ)[= 𝑄(𝑄 + 2𝑐2)] 
 
ここで，𝜃 ≡ arccos(𝐩 ⋅ 𝐩′)は極角である．したがって，

散乱の運動移動は 散乱角度𝜃，散乱ベクトル𝐪，もし

くはリコイエルネルギー Q のどれを用いても良い

ことになる． 
 さて，式(20)より 
 

𝑑𝑄 =
𝑐2𝑞

𝑄 + 𝑐2 𝑑𝑞 =
𝑞

1 + (𝑄/𝑐2)
𝑑𝑞 

 
式(21)の分母は 
 

𝑄(1 + 𝑄/2𝑐2) =
𝑄(2𝑐2 + 𝑄)

2𝑐2 =
𝑞2

2
 

 
したがって， 
 

𝑑2𝜎
𝑑𝜔 𝑑𝑞

= 2
π𝑁𝑣2 Im (

−1
ε(𝑞, 𝜔))

1
𝑞
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(28) 
 

(29) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(30) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(31) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(32) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(33) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(34) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(35) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(27) 
 
6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

これで微分散乱断面積を𝜔, 𝑞の関数とすることがで

きた． 
 今度は，非相対論の場合を考えよう．非相対論的

には，Q は次式で与えられる[12]． 
 

𝑄 ≃
𝑞2

2
 

 
この関係は非相対論的なエネルギー領域では𝑄 ≪
𝑐2 であるので式(25)から明白である． 
 
よって，   𝑑𝑄 = 𝑞  𝑑𝑞 
 
ここで，式(21)の右辺の第 2項は，  
 

1 + 𝑄/𝑐2

𝑄(1 + 𝑄/2𝑐2)
=

2 (
𝑞2

2𝑐2 + 1)

𝑞2
(

𝑞2

4𝑐2 + 1)

≃ 2
𝑞2 

 
したがって，式(28)，(29)を式(21)に代入すると，相

対論の場合と同じ形の式(26)が得られる．非相対論

が有効なエネルギー範囲（およそ 10 keV以下）では，

速度𝑣を運動エネルギー 𝑇 (= 𝑣2/2) に換えると，式

(26)は以下のようになる e． 
 

𝑑2𝜎
𝑑𝜔 𝑑𝑞

= 1
π𝑁𝑇

Im (
−1

ε(𝑞, 𝜔))
1
𝑞
 

 
3.3 一般化振動子強度（GOS, generalized oscillator 

strength） 
 この記事に先立つ「表面電子分光法における信号

の減衰は如何に記述されるか？ II: 誘電関数と

IMFP」[2] において，光学振動子強度 OOS（optical 
oscillator strength）の説明はあるが，GOS についての

記述が抜けている．本来であれば，電子衝突なので，

GOS が先に定義されるべきであろう．そこで，文献

[2]の式(25), (26)から始める．OOS の式を再度記述す

ると，状態が𝑚 → 𝑛に遷移するときの𝑓𝑚𝑛は 
 

𝑓𝑚𝑛 =
2𝑚𝑒𝐸𝑚𝑛

ℏ2
⟨𝑛|∑ 𝑥𝑗𝑗 |𝑚⟩

2

𝑎0
2 =

𝐸𝑚𝑛
𝑅

𝑀𝑚𝑛
2  

 
e 10 keV 以上では運動エネルギーは相対論補正が

必要となるので，𝑇 1+𝑇 /(2𝑐2)

[1+𝑇 /(𝑐2)]
2 (= 𝑣2

2 ) となる． 

ここで，R は Rydberg energy (13.605 eV)である．ただ

し，右の項目おける遷移行列要素の 2乗和は無次元

化してある．すなわち， 
 

𝑀𝑚𝑛
2 =

⟨
𝑛

|∑
𝑥𝑗

𝑗 |
𝑚

⟩

2

/𝑎0
2 

 
電子遷移に対応するように拡張した GOS と光励起

に対応した OOS の相違は運動量移送 q のありなし

であるから，直感的に式(31)に q の項目が加わると

予想される．実際に，Bethe は GOS の定義として，

次式を与えている． 
 

𝑓𝑚𝑛(𝑞) =
𝐸𝑚𝑛
𝑅

⟨𝑛|∑ 𝑒𝑖𝐪⋅𝐫𝑗
𝑗 |𝑚⟩

2

𝑞2𝑎0
2 =

𝐸𝑚𝑛
𝑅

𝑀𝑚𝑛
2

𝑞2  

 
ここで, 𝐪 は移行運動量を表すベクトル，𝐫𝑗 は標
的内における電子の座標である．GOS で重要な点

は運動量移送 q の 1 変数関数である点である．式

(33)において，𝑞 → 0のとき，𝑒𝑖𝐪⋅𝐫𝑗 = 1 + 𝑖𝐪 ⋅ 𝐫𝑗 と
近似でき，かつ電子 j の座標成分を𝑥*とすれば，近

似式にある定数項 1 の積分は状態𝑚,𝑛 間の直交性

で消えるので， 
 

lim
𝑞→0

⟨𝑛|∑ 𝑒𝑖𝐪⋅𝐫𝑗
𝑗 |𝑚⟩

2

𝑞2𝑎0
2 =

⟨𝑛|∑ 𝑥𝑗𝑗 |𝑚⟩
2

𝑎0
2  

 
が得られる．すなわち， 
 

lim
𝑞→0

𝑓𝑚𝑛(𝑞) = 𝑓𝑚𝑛 

 
𝑚 → 𝑛 遷移が光学的禁制遷移であれば，極限は当然

0 である（双極子近似）． 
 実際の応用を考える．ある有限な q における微分

断面積𝑑𝜎/𝑑Ωを測定し，これから GOS を計算すると

（見かけ上の一般化振動子強度 𝑓 (𝑞, 𝐸) と呼ばれ

る）f，一般に電子の入射エネルギーと運動量移送 q
もしくは散乱角 θの 2 変数関数になる．このとき， 
 

f 𝑓𝑚𝑛(𝑞, 𝐸) = 𝐸𝑚𝑛𝑞2

4𝑅
𝑘0
𝑘1

𝑑𝜎𝑚𝑛
𝑑Ω ≃ 𝐸𝑚𝑛𝑞2

4𝑅
𝑑𝜎𝑚𝑛
𝑑Ω ，R.F. Egerton,  

Electron Energy-loss Spectroscopy in the Electron 
Microscope, 3rd edition, Springer, New York, 2011.の 
式(3.22)より． 
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E を変えても𝑓𝑚𝑛(𝑞, 𝐸)の q依存性が一定であれば， 
Born 近似が成り立つといって良い．さらに，式(35)
から期待されるように，𝑞 → 0の極限操作を行えば，

（原理的には）OOS を得ることができる g ． 
 
4. 最後に     
 次回は，Born 近似から式(33)を解説し，一般化振

動子強度と誘電関数の関係を論じる．すなわち，ミ

クロな原子・分子の電子励起，イオン化とバルク量

である誘電関数の関係を導く．当初は式(19)の原典
である Fano の論文から解説することを考えていた

が，これが予想外に時間を要し，今回の原稿には間

に合わなかった．ただ，振り返ってみると，ここで

扱っている式は Born 近似を前提とした高速電子と

物質の衝突の記述である．低速電子には適用できな

い（難しい）のは当然であるが，最後にはその現状

まで解説したいと考えている．とくに問題点を明確

にすることは今後の IMFP の研究に重要であると考

える． 
 本原稿はフリーソフトである LibreOffice 3.7 の
writer で執筆した．このソフトの LaTeX 数式エディ

タはとても使い勝手がよく，これ以上のものを知ら

ない．数式の多い原稿書く場合は是非，この数式エ

ディタの使用をおすすめする．LaTeX の勉強ができ

るところがとても良い． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
g lim

𝑞→0
𝑓𝑚𝑛(𝑞, 𝐸) = 𝑓𝑚𝑛 はBorn近似には関係なく成立

する．(E. N. Lassettre et al., J. Chem. Phys. 50, 1829 

(1969). https://doi.org/10.1063/1.1671279 . 

付録：全 DCS における𝜎𝑇の寄与について 
 
 式(19)より，𝜎 = 𝜎𝐿 + 𝜎𝑇であるから，式(12)より，

IMFP に変換すると 
 

1
λ

= 1
λ𝐿

+ 1
λ𝑇

 

 
である．そこで， 高ネルギー領域における𝜆 [18]と
𝜆𝐿 [19]を比較することにより，𝜎𝑇の寄与を推定する．

図 S1 に 10 keV から 1 MeV の範囲で Al，Si，Cu， 
Au の IMFP をエネルギーの関数として示す．同時に

IMFP の比 λ𝐿/λ（100 keV で規格化した）を示す．こ

れらの計算に使われた ELF および計算アルゴリズ

ムは同一でないので，IMFP 比の規格化を行った．

100 keV以下の比のばらつきは小さく，かつ 1.0 を中

心に振動している様に見える．これは使用した ELF
や計算アルゴリズムの違いに起因すると思われる

（計算の精度が推定できる）． 
 一方，100 keV から 1 MeV の間では図に示したす

べての元素で，λ𝐿 > λとなっている．この違いが𝜎𝑇
の寄与分に相当する．したがって，横方向の励起の

影響は 100 keV以下では非常に小さく，計算誤差に

隠れてしまうレベルである．しかし，100 keV 以上
のエネルギー領域では，エネルギーが増加するに

従って，IMFP の比の値λ𝐿/λは増加する傾向にあり，

有意に𝜎𝑇の影響が示唆される．ただし，500 keV 以
下のエネルギー領域では，元素ごとにばらつきはあ

るが，λ𝐿/λはおよそ 1.01 から 1.03 となっている．

したがって， 𝜎𝑇の影響は小さいといえる．したがっ 
て，500 keV以下のエネルギー領域では式(19)におけ 

る d2𝜎𝑇
d𝜔d𝑄

の寄与は省いて良いであろう．1 MeV では， 

この寄与は IMFP値で 5%を超える元素があるので，

IMFP の計算時には無視すべきではないだろう． 
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ので，Q/c2 = 5 × 10-5 くらいになります．「<<」はこ

のレベルと考えてください． 
 
[査読者 2-2]  
文献[17] fernandez-vaera の結論や，p.77 の非相対

論の式が 500 keV まで成り立つという説明は結論

だけが述べられており，その物理的背景や意味が想

像できない．とくに後者には文献がついていないの

で，同じ論文の結論か，別のものかがわからない． 
 
[著者]   

これは説明が悪く，誤解を与えてしまいました．

申し訳ございません． 
Fernandez-Varea が示したのは 式(19)の第 2 項が

500 keV以下では無視しうるということです．P.77 の

式(30)は，運動エネルギーを T = v2/2 と近似している

ので，文章にもあるように 10 keV が限界です．（相

対論補正の有無でおよそ 3%の差があります．） 
ここで，言いたかったのは，式(26)です．この式が，

仮想光子の交換や密度効果などの相対論効果を考え

なくても, 電子のネルギーを相対論的に表現する

だけで 500 keV まで OK ということです．そこで，

本文を修正しました． 
また，付録に「式(19)の第 2 項が 500 keV 以下で

は無視しうる」ことを実際に IMFP の計算で確かめ

た例を加えました．また，DCS の縦方向の励起とは, 
本シリーズ I で述べた，瞬間的なクーロン場との相

互作用の寄与です．DCS の横方向の励起とは,主に仮

想光子の交換に起因するものです． 
 
[査読者 2-3]   

これらは，測定の有効範囲を保証するものだから，

法則が破綻する境界に向かって近づいてゆくとき，

厳密な理論値や，高精度の実験値と比較して，どの

くらいの程度で正しいのか，逆に言うとどれくらい

ずれて来るのか，その原因はどの因子が効いてくる

のか，といったことに対するイメージを読者が持つ

ことができる内容（グラフ，表，ポンチ絵等）にす

ることが非常に重要である．それによって，読者は

実験結果を正しく解釈できるようになるからである． 

 
[著者]   

大変貴重なご意見を有難うございます． 
式(19)の第 2項，いわゆる transverse excitations に由

来する効果を見るために，DCS をそれに対応した

IMFP に置き換えて，10 keV から 1 MeV の範囲では

DCS(transverse excitation)の効果を検討しました．こ

れを付録として本文に追加しました． 
 


